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Minimalis Birkhoff-felbontas

Kevesebb permutacio, bizonyitott optimum

Egy adatkozponti kapcsolod, egy tavkozlési midhold és a rangsorok statisztikai leirasa
egyarant ugyanarra a kérdésre vezethet: hogyan bonthato fel egy tablazat a lehetd
legkevesebb ,egy az egyhez" parositasra? A feladat NP-nehéz, és szerepel a Quantum
Optimization Benchmarking Libraryben, a kvantumos és a klasszikus optimalizalasi
modszerek nemzetkozi tesztfeladat-gyUjteményében is. A Bentax Plus Uj mddszere,
az RCS a gyUljtemény mind a 375 feladatara pontos felbontast ad. Ebbdl 197 esetben
a felbontas bizonyitottan a lehetd legrovidebb, tovabbi 11 esetben pedig az optimum
az adatok pontossagara érvényes bizonyitadssal igazolt. Egyetlen feladaton sem ad
hosszabb felbontast a gyljteménybe korabban bekuldott legjobb pontos megoldasnal.

Képzeljink el egy kapcsolot, amelynek n bemenete és n kimenete van, és amely egy adott pillanatban
minden bemenetet pontosan egy kimenettel kot 6ssze. Minden ilyen beallitas egy permutacio. Ha a
forgalmi igényt egy tablazatba irjuk, és ugy aranyositjuk, hogy minden sor és minden oszlop 6sszege
egy legyen, dupldn sztochasztikus mdtrixot kapunk. A kapcsol¢ lUtemezése ekkor azt jelenti, hogy a
matrixot permutaciomatrixok sulyozott atlagaként irjuk fel: a P, beallitas az id6 \; hanyadaban érveé-
nyes (1. abra). A Birkhoff-Neumann-tétel szerint (Garrett Birkhoff, 1946; Neumann Janos, 1953) ilyen
felbontas mindig létezik. Egy matrixnak azonban altalaban sok, eltérd tagszamu felbontasa van, és a
kérdés az, melyik kozlllk a legrévidebb. Ez a minimdlis Birkhoff-felbontds feladata, amely bizonyi-
tottan NP-nehéz.
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atkapcsolas: ekkor nincs forgalom

1. abra. Egy négybemenetil és négykimenetl kapcsold forgalmi igényének litemezése harom beallitassal. A
matrixot tizzel szoroztuk, igy minden sor és oszlop 6sszege 10. A kapcsolo az elsd beallitast 5, a masodikat 3, a
harmadikat 2 idéegységig tartja. A matrix elemei alatti kis jelek mutatjak, mely beallitasok szolgaljak ki az adott
bemenet-kimenet part. A masodik sorban harom nemnulla elem van, ezért legaldbb harom beallitas kell, vagyis
ez az (itemezés optimalis. Az atkapcsolas jel6lt ideje nem méretaranyos.

Forras: Bentax Plus (2026), 1. abra alapjan.
A cikk szerint a f6 alkalmazas a kapcsoldk Utemezése, ahol minden tag egy-egy kapcsoldébeallitas,

és minden atkapcsolas iddbe kerlil. A feloontas azonban mas terileteken is eldkerdl.
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HOL HASZNALJAK?

Adatkozpontok. Az optikai kapcsolok sokkal gyorsabban tovabbitjak az adatot, mint az elektronikusak,
de minden atkapcsolas alatt all a forgalom: egy kutatasi prototipusnal mintegy 12 mikroszekundumig, a
kereskedelmi eszk6zoknél milliszekundumos nagysagrendi ideig. Kevesebb tag kevesebb holtidét jelent.

Miiholdas tavkozlés. A miiholdas kapcsolasu idéosztasos rendszerekben (SS/TDMA) a miihold kapcso-
lasi modok sorozatdban koti ssze a foldi dllomasokat, és minden kapcsolasi mod egy permutacio. A
kapcsolasi médok szamanak minimalizélasa a feladat egyes valtozataiban NP-nehéz.

Kozgazdasagtan. Ha targyakat sorsolnak ki szerepl6k k6zott, a matrix azt irja le, ki milyen valdszinliséggel
kapja az egyes targyakat. A felbontas megmondja, mely konkrét elosztasok kdzott és milyen eséllyel kell
sorsolni ahhoz, hogy éppen ezek a valdszinliségek adodjanak.

Statisztika. A rangsorok valdszinliségi eloszlasat egy matrix foglalja 0ssze: az mutatja meg, melyik elem
milyen eséllyel kerlil az egyes helyekre. A rovid felbontas ugyanezt a matrixot kevés rangsorral irja le.

Kvantumszamitas. A kvantumszamitas miveleteit unitér matrixok irjak le. Ezek elemeinek abszolutérték-
négyzetei duplan sztochasztikus matrixot alkotnak; egy kutatdcsoport ezzel abrazol szallitasi terveket.

A minimalis Birkhoff-felbontas a Quantum Optimization Benchmarking Library (QOBLIB) tesztfelada-
tai kozott is szerepel. Ez a nemzetkdzi gyljtemény egy 2023-ban az IBM Quantum és partnerei altal
inditott munkacsoportban jott létre; a tarhelyét a berlini Zuse Intézet (ZIB) miikddteti, gondozasat a
ZIB, az IBM Research és a Purdue University kutatoibol allo iranyitébizottsag végzi. A gyljteményen
kvantumos és klasszikus optimalizalasi modszereket mérnek 6ssze.

Magyar szalak

A tétel egyik névaddja Neumann Janos, és a mddszerben a magyar matematika két tovabbi klasszi-
kus eredménye is megjelenik. Kénig Dénes 1916-ban bizonyitott, a paros grafok élszinezésérél szold
tétele biztositja, hogy egy nemnegativ egész elem( matrix, amelynek minden sor- és oszlopdssze-
ge ugyanannyi, mindig felirhatd egész sulyu permutacidmatrixok 6sszegeként. A cikk ezzel indokol-
ja, hogy a keresett felbontas, amelynek sulyai az adatokkal azonos pontossaguak, mindig létezik. A
szamitas soran sokszor kell hozzarendelési feladatot megoldani. Az RCS ezt egymast kovetd legrovi-
debb utak keresésével teszi, holtverseny esetén azonban ugyanugy valaszt, mint a magyar modszer.
Ezt Harold Kuhn dolgozta ki 1955-ben Kénig Dénes és Egervary Jend eredményeire épitve, és az 6
tiszteletlikre nevezte el magyar modszernek.

Egy megfigyelés, két egymas felé halado lanc

Az Uj modszer egyetlen megfigyelésre épul. Minden tag minden sorban és minden oszlopban ponto-
san egy poziciét fed le. Ezért minden sor és minden oszlop ugyanazt a sulykészletet osztja csopor-
tokra: az elemei a sulyok egy-egy csoportjanak dsszegei. Az 1. dbran az elsd sor az 5, 3, 2 sulyokat
{5} és {3, 2} csoportra bontja, a harmadik sor {5, 3} és {2} csoportra. A sorok és az oszlopok tehat
ugyanazokon a sulyokon ,0sztoznak”, csak masként csoportositjak dket.

Erre a megfigyelésre épiil az RCS. A név a médszer harom részének, a Recover (visszanyerés), a
Certify (tanusitas) és a Search (keresés) lIépésnek a kezddbetliibdl all. A részek két, parhuzamosan
futd lancot alkotnak. A megoldasi lanc egyre rovidebb felbontasokat épit, igy a legjobb ismert hossz
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csokken. A korlatlanc azt bizonyitja, hogy legalabb hany tag sziikséges, igy az alsé korlat né. Amikor a
két szam talalkozik, a felbontas bizonyitottan optimalis. Minden szamitas egész szamokkal, kerekités
nélkdl folyik, és a mdédszer minden felbontast ellenériz, mieldtt elfogadna.

A ritka matrixokban, amelyek kevés permutaciobol épilnek fel, a legtdbb elem maga is egy-egy suly,
ezért a sulyok a matrix leggyakoribb értékei (2. abra). A modszer ezeket kiolvassa, majd olyan sza-
ballyal helyezi el 6ket, amely helyes sulyok esetén bizonyitottan egyetlen poziciét sem rogzit tévesen.
Egy poziciot csak akkor régzit, ha a soraban és az oszlopaban még el nem helyezett sulyok kozdl
pontosan egy csoport adja ki az ott allo értéket. A sird matrixokban, amelyek sok permutaciobdl éplil-
nek fel, egyetlen suly sem olvashato ki kozvetlendil. Itt a modszer Iépésenként épit: minden lIépésben
akkora sullyal von le egy permutaciot, hogy legalabb egy elem nullava valjon, és nyaldbkereséssel
(beam search) a legigéretesebb részmegoldasokat viszi tovabb.

B a felbontas sulya (16 érték) egyéb érték: sulyok 6sszege (57 érték)

eléfordulas

2. abra. Egy 16 véletlen permutaciobol késziilt, 16 soros ritka tesztmatrix kiildonb6z6é nemnulla értékei,
eléfordulasuk szama szerint rendezve. Az RCS 4altal taldlt felbontas 16 sulya (sotét oszlopok) éppen a 16
leggyakoribb érték. A tobbi érték sulyok dsszege, és legfeljebb haromszor fordul eld.

Forras: Bentax Plus (2026), 2. dbra.

o N b O ©

a matrix 73 kulonb6z6 nemnulla értéke, gyakorisag szerint

Az alsé korlatok legfontosabb Uj eleme a kétsoros korldt, amely két sor (vagy két oszlop) elemeire
épill. Minden tag a két sor egy-egy elemét kapcsolja 0ssze, és az igy 0sszekapcsolt elemek min-
den csoportjdban a két sor 6sszege megegyezik. Minél kevesebb ilyen csoportra bonthato a két sor,
annal tobb tag kell. Ez a korlat csak a matrix elemeit hasznalja, és a cikk bizonyitasa szerint valds
sulyokra is érvényes. Kis méret( slrl matrixokon a mdodszer SAT-megolddval, vagyis a Boole-féle ki-
elégithetdségi probléma megoldéprogramjaval is bizonyit alsé korlatot; az ilyen SAT-alapu bizonyitas
azonban csak az adatokkal azonos pontossagu sulyokra érvényes.

Eredmények

A modszer Rust nyelven késziilt, és a QOBLIB mind a 375 feladatan lefutott; ezek kozo6tt 190 ritka és
185 srl matrix van, 3-t6l 100 sorig terjedd meérettel. A futadsok egy MacBook Pro laptopon zajlottak,
feladatonként el6szor 60 masodperces idékorlattal, majd ahol nem sziletett bizonyitas, egy masodik
korben 600 masodperces idékorlattal. Minden felbontas atment a gyUjtemény fliggetlen ellenérzé
programjan.

A 375 feladatbdl 197-nél bizonyitott, hogy a felbontas a lehet6 legrévidebb, és ez a bizonyitas tet-
szBleges valos sulyokra is érvényes. Tovabbi 11 slr( feladatnal SAT-alapu bizonyitas igazolja az op-
timumot, ez azonban csak az adatokkal azonos pontossagu sulyokra érvényes (3. abra).
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A ritka matrixok feladata a cikk szerint a gyakorlatban megoldott: a 190-bdl 187 bizonyitottan optima-
lis, és a maradék haromnal is csak egyetlen tag a kiilénbség a felbontas és az also korlat kozott. A
legjobb felbontas minden ritka feladaton legfeljebb 0,07 masodperc alatt megsziletett. A slrl matri-
xok joval nehezebbek. Itt a bizonyitas csak n < 5 méretig sikertilt, és n > 4 esetén csak az adatokkal
azonos pontossagu sulyokra érvényes. A siirli matrixok n? permutaciobol készlltek, az RCS felbonta-
sai mégis ennek csak kis toredékét hasznaljak: a 12 soros és nagyobb méreteknél atlagosan 3,8n—4,7n
tagot (5. abra). A nagy (legalabb 24 soros) slr( matrixok felbontasai azonban mintegy 2,6-szor olyan
hosszuak, mint az als¢ korlat, és egyeldre nyitott kérdés, hogy a felbontasok vagy a korlatok vannak-e
messzebb az optimumtaol.

B bizonyitott optimum, valds sulyokra is
I bizonyitott optimum az adatok pontossagara (SAT)
nyitott: a felbontas és az also korlat kdzott rés van
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3. abra. A QOBLIB 375 feladata; egy négyzet egy feladat. A ritka matrixoknal szinte minden felbontas
bizonyitottan optimalis. A slr( matrixoknal a bizonyitas csak a legkisebb méreteken sikerult, a tobbinél a
felbontds és az alsé korlat kdzott rés maradt 600 masodperc utan.

Forras: Bentax Plus (2026), 3. tablazat.

A gyljteménybe korabban mas kutatocsoportok is bekildtek megoldasokat. A cikk minden bekildétt
felbontast egész szamokkal ellendriz, és csak azokat veszi figyelembe, amelyek pontosan visszaad-
jak a matrixot. Ezek legjobbjanal az RCS felbontasa 278 feladaton rovidebb, 79 feladaton azonos
hosszusagu, és egyetlen feladaton sem hosszabb; 18 feladatra pedig az RCS adja az els6 pontos fel-
bontast (4. abra). A Birkhoff+ nevii modszer gyors, de felbontasai atlagosan 2,1-szer olyan hosszuak,
mint az RCS-éi. Egy vegyes egészértekl programozasi modell a legkisebb, legfeljebb hatsoros fel-
adatokon ot feladattal tobbre bizonyit optimumot, mint az RCS, bar ezeken a felbontasok hossza
azonos. A hatsoros siri feladatokon viszont ez a modell két 6ra utan is egy-harom taggal hosszabb
megoldasnal all meg. A kvantumos 0sszetevdt is hasznald modszerek, példaul a QAOA-mintavétellel
dolgozo Frank-Wolfe-mddszer, tobbnyire csak legfeljebb nyolcsoros feladatokon adtak pontos fel-
bontast. Kivétel egy 16 soros feladat 66 tagu felbontasa; erre az RCS 16 tagu felbontast talalt. Az
RCS-énél rovidebbet ezek a modszerek sem adtak.
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Il az RCS rovidebb az RCS hosszabb (egy feladaton sem)

azonos hossz

Birkhoff+ (360 feladat) 16%

vegyes egeészeértékl programozas, 12% 88%
MIP (80) - °
E-FCFW, QAOA-mintavétellel (48) 90%

kvantumos_ fek_etgqloboz— 83%
optimalizalas (24)

részekre bontott QAOA (1) 100%

4. abra. Osszevetés a mas modszerekkel késziilt, a gyljteménybe bekiilddtt pontos felbontasokkal: azoknak a
feladatoknak az aranya, amelyeken az RCS felbontasa rovidebb vagy azonos hosszusagu. Zaréjelben azoknak
a feladatoknak a szama, amelyekre az adott mddszer pontos felbontast adott.

Forras: Bentax Plus (2026), 5. tablazat; a QOBLIB bekiildétt eredményei.
@® alsokorlat @ alegjobb felbontas hossza

10 soros, 100 permutaciobol o 0
16 soros, 256 permutaciobol ® ®
24 soros, 576 permutaciobol ® L
32 soros, 1024 permutaciobdl o ]
48 soros, 2 304 permutaciobodl ® ]
64 soros, 4 096 permutaciobdl ] ]
100 soros, 10 000 permutaciobol ® ®

0 100 200 300 400

tagok szama (atlag)

5. abra. SUr( matrixok a 10 sorostdl a 100 sorosig: a legjobb felbontas hossza és az also korlat, méretenként
atlagolva. A felbontasok a matrixot alkot6 n? permutacionak csak kis téredékét hasznaljak. A szlrke szakasz a
még nyitott rés: ennyi tagon belll lehet az optimum.

Forras: Bentax Plus (2026), 7. tablazat (eredmények feladatcsaladonként).

Ami még nyitott

A cikk a modszer korlatait is megnevezi. A nagy sUrl matrixoknal a rés bezarasahoz a kétsoros korlat
onmagaban nem elég, mert egy slrl matrix két sora sok csoportra bonthato; er§sebb korlathoz a cikk
szerint olyan érvelés kell, amely egyszerre tobb sort vesz figyelembe. A SAT-alapu bizonyitasok csak
az adatok pontossagara érvényesek, és nyitott kérdés, hogy tetszéleges valds sulyokkal adédhat-e
révidebb felbontas. A nagy sir(i matrixoknal a futasidd is gyakorlati gondot jelent.

A teljes tudomanyos cikk a definiciokkal, a bizonyitasokkal, a megvaldsitas részleteivel és az 6sszes
feladat eredményével egyutt az arXiv-on olvashatd: https://arxiv.org/abs/2610.25837.
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